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BIiLDIRIM

Enstitii tarafindan onaylanan Yiiksek Lisans tezimin tamamini veya herhangi bir
kismin1 basili veya dijital bi¢imde arsivleme ve asafida belirtilen kosullar dahilinde
erisime a¢ma iznini KTO Karatay Universitesine verdigimi bildiririm. Bu izinle,
Universiteye verilen kullanim haklar1 disindaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende
kalacak ve gelecekteki c¢alismalar (makale, kitap, lisans, patent vb.) i¢in tezimin
tamaminin veya bir boliimiiniin kullanim haklar1 yalnizca bana ait olacaktir.

Tezimin biitiiniiyle kendi ¢alismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi ve
tezimin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Telif hakki bulunan ve
sahiplerinden yazili izinle kullanilmasi zorunlu olan kaynaklari, yazili izin alarak
kullandigimi ve istenildiginde izinlerin suretlerini Universiteye teslim etmeyi taahhiit
ederim.

Yiiksekogretim Kurulu tarafindan yayimlanan “Lisansiistii Tezlerin Elektronik Ortamda
Toplanmasi, Diizenlenmesi ve Erisime A¢ilmasina Iliskin Yonerge” kapsaminda, tezim,
asaglda belirtilen kosullar haricince, YOK Ulusal Tez Merkezi ve KTO Karatay
Universitesi Acik Erisim Sisteminde erisime agilir.

[ ] Enstitii / Fakiilte Yonetim Kurulu karar1 ile tezimin erisime agilmasi mezuniyet
tarihimden itibaren 2 yil ertelenmistir.t

[ ] Enstitii / Fakiilte Yoénetim Kurulunun gerekgeli karari ile tezimin erisime agilmasi
mezuniyet tarihimden itibaren ... ay ertelenmistir.?

[] Tezimle ilgili gizlilik karar1 verilmistir.3*
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1 MADDE 6(1) Lisansiistii tezle ilgili patent basvurusu yapilmasi veya patent alma siirecinin devam
etmesi durumunda, tez danigmaninin Onerisi ve enstitii anabilim dalinin uygun goriisii ilizerine enstitii
veya fakiilte yonetim kurulu iki yil siire ile tezin erisime a¢ilmasinin ertelenmesine karar verebilir.

2 MADDE 6(2) Yeni teknik, materyal ve metotlarm kullamldigi, heniiz makaleye doniigmemis veya
patent gibi yontemlerle korunmamis ve internetten paylagilmast durumunda 3. sahislara veya kurumlara
haksiz kazang imkan1 olusturabilecek bilgi ve bulgulari igeren tezler hakkinda tez danigmaninin 6nerisi ve
enstitii anabilim dalinin uygun goriisii lizerine enstitii veya fakiilte yonetim kurulunun gerekgeli karari ile
alt1 ay1 agmamak tlizere tezin erisime agilmasi engellenebilir.

8 MADDE 7(1) Ulusal g¢ikarlar1 veya giivenligi ilgilendiren, emniyet, istihbarat, savunma ve giivenlik,
saglik vb. konulara iliskin lisansiistii tezlerle ilgili gizlilik karari, tezin yapildig1 kurum tarafindan verilir.
Kurum ve kuruluslarla yapilan isbirligi protokolii cer¢cevesinde hazirlanan lisansiistii tezlere iligkin gizlilik
karart ise, ilgili kurum ve kurulusun oOnerisi ile enstitii veya fakiiltenin uygun goriisii {izerine tiniversite
yonetim kurulu tarafindan verilir. Gizlilik karar1 verilen tezler Yiiksekdgretim Kuruluna bildirilir.

4 MADDE 7(2) Gizlilik karar1 verilen tezler gizlilik siiresince enstitii veya fakiilte tarafindan gizlilik
kurallar1 ¢ergcevesinde muhafaza edilir, gizlilik kararinin kaldirilmasi halinde Tez Otomasyon Sistemine
yiiklenir.
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OZET

Miyase Gok¢ce BALIKCILAR
Yerel Olmayan Formiilasyon ile Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kiriginin Egilme
Analizi ve Karisik Sonlu Elemanlar Yo6ntemi
Yiiksek Lisans Tezi
Konya, 2021

Bu c¢aligmada, Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorileri yerel olmayan elastisite
teorisiyle birlikte ele alinmistir. Enerji prensiplerinden virtiiel yer degistirme ilkesi
kullanilarak yerel olmayan kirig teorilerine ait denge denklemleri ve biinye baglantilari
elde edilmistir. Varyasyonel islemler yapilarak dinamik ve geometrik sinir kosullarini
da igeren alan denklemleri operator forma doniistirilmistiir. Bu operatér forma
Gateaux diferansiyeli yaklagimi kullanilarak, her iki yerel olmayan kiris teorisine ait
dinamik ve geometrik sinir kosullarint iceren fonksiyonel elde edilmistir. Bu
fonksiyonellere sonlu elemanlar yontemi uygulanarak yerel olmayan teori igin Kkiris
eleman matrisleri elde edilmistir. Elde edilen eleman matrisleri ile degisik mesnet
kosullarina sahip kirislerin statik analizi yapilmistir. Sonugclar literatiirde bulunan benzer
calisma sonugclari ile karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler

Yerel olmayan elastisite teorisi, Euler-bernoulli kiris teorisi, Timoshenko kiris teorisi,
Gateaux diferansiyeli, sonlu elemanlar metodu, virtiiel is ilkesi.



ABSTRACT

Miyase Gok¢ce BALIKCILAR
Bending Analysis of Euler-Bernoulli and Timoshenko Beam with Nonlocal Formulation
and Mixed Finite Element Method
Master’s Thesis
Konya, 2021

In this study, the Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories were taken up together
with the nonlocal elasticity theory. Balance equations and structure connections of beam
theory were obtained using the principle of virtual displacement from energy principles.
These field equations, including dynamic and geometric boundary conditions, have
been converted to operator form by doing variational operations. Using the Gateaux
differantial approach to this operator form, a functional involving the dynamic and
geometric boundary conditions of both nonlocal beam theories have been obtained. By
applying the finite element method to these functionals, beam element matrices are
obtained for the nonlocal theory. Static analysis of beams with different support
conditions was made with the obtained element matrices. The results were compared
with the results of similar studies found in the literature.

Keywords

Nonlocal elasticity, Euler-Bernoulli beam theory, Timoshenko beam theory, Gateaux
differential method, finite element method, the principle of virtual.
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1. GIRIS

Son yillarda, yiliksek teknolojili yapilarda nanoteknolojinin ortaya ¢ikmasi boyut
etkilerinden onemli Ol¢lide etkilenen kiigiik 6l¢ekli yapilarin mekanik davranislarinin
dogru bir sekilde anlasilmasi gerekmektedir. Genel olarak Klasik siireklilik teorilerinin
¢ogu, bir noktadaki gerilme o noktada sekil degistirmelerin fonksiyonlar1 oldugunu
varsayan hiperelastik bilinye bagmtilarina dayanmaktadir. Klasik teori ile biinye
denkleminde i¢ malzeme uzunlugu Ol¢eginin olmamasi yiiziinden, nanoyapilarin
davranigini tahmin etmek zordur. Klasik elastisite teorisinin nano boyuttaki elemanlarin
analizinde kullanilamamas1 bilim insanlarint bagka bir teoriye yOnlendirmistir.
Nanoyapilarda bu etkileri yakalamak icin atomistik ve siirekli ortam mekanigi olmak
tizere iki farkli yaklasim Onerilmistir. Atomistik yaklasimla karsilastirildiginda, siirekli
ortam mekanigi yaklasimi hesaplama verimliligi ve basitligi nedeniyle yaygin olarak
kullanilmaktadir. Boyuta bagh etkiyi dikkate almak igin yerel olmayan teori, sekil
degistirme gradyan teori, modifiye olmus gerilme teorisi gibi siirekli ortam mekanigi
kullanilmistir. Bunlar igerisinde klasik elastisite teorisinin yetersiz oldugu durumlari
ortadan kaldirmak igin gelistirilmis yerel olmayan elastisite teorisi olarak adlandirilan
bu yontem kii¢iik boyutlu elemanlara uygulanabilir olmasi ve kabul edilebilir sonuglar

vermesi bakimindan biiyiik ilgi uyandirmistir.

Klasik elastisite teorisinde herhangi bir noktadaki gerilme sadece o noktadaki sekil
degistirmenin fonksiyonu olarak ele alinir. Yerel olmayan elastisite teorisinde siirekli
ortam ig¢indeki bir noktadaki gerilme, sadece o noktadaki sekil degistirmenin degil,

cismin tiim noktalardaki sekil degistirmenin bir fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir.

Klasik elastisite teorisi ve yerel olmayan elastisite teorisi formiilasyonlar1 arasindaki tek
fark blinye denklemleridir. Yerel olmayan siirekli ortam mekaniginin kullanimi, kirtlma
mekanigi, elastik dalgalarin dagilimi, kompozitlerde dalga yayilimi ve akiskanlarda

yiizey gerilimini i¢eren bir¢ok alanda basarili uygulamalar bulmustur.

Yerel olmayan elastisite teorisi ilk olarak Eringen (1972,1983,2002) ve Eringen-Edelen

(1972) tarafindan bilim diinyasina sunulmustur.

Bir¢ok arastirmaci tarafindan yerel olmayan elastisite kavrami kiiclik 6l¢ekli kiris, plak

ve kabuk gibi elemanlarin fiziksel, mekanik ve diger Ozelliklerinin anlasilmasina



yogunlagmis ve bu nano 6lgekli yapilarin egilme, titresim ve burkulma analizleri ele
almmistir. Yerel olmayan elastisite teorisinin klasik elastisite teorisine gore istiinliigii

gosterilmistir.

Yerel olmayan elastik nano yapilarin yapisal analizinde ortaya ¢ikan temel diferansiyel
denklemleri ¢6zmek icin Navier Yontemi (Pradhan ve dig. 2009), Diferansiyel
Quadrature Method (Pradhan ve dig. 2009) ve Sonlu Elemanlar yontemleri (Nguyen ve
dig. 2015) kullanilmistir.

Sonlu elemanlar yonteminin daha karmasik geometri, malzeme oOzelligi, smir ve
yiikleme kosullarmi etkin bir sekilde ele alabildigi iyi bilinmektedir. Diferansiyel
denklem verildigi zaman buna karsi gelen fonksiyonelin bulunmasi i¢in kullanilan
yontemler arasinda varyasyonel formiilasyon, agirlikli formiilasyon ve Gateaux tiirevi
bulunmaktadir. Son yillarda Akoz ve ¢alisma grubu tarafindan Gateaux tiirevi
kullanilarak c¢esitli problemler icin fonksiyoneller tiiretilmis ve bu yontemle cesitli
karigik sonlu eleman caligmalar1 yapilmistir.(Akoéz 1985, Akoz ve dig.,1991) Gateaux
tirevi yaklasiminin bazi énemli avantajlar1 vardir. Bu avantajlardan bazilari; Verilen
alan denklemlerinden, fonksiyonel ve sinir kosullart ¢ok kolaylikla elde edilmesi, alan
denklemleri ve sinir kosullarinin saglam olarak fonksiyonele yansitilmasi, ve alan

denklemlerinin uyumlulugunun kontrol edilmesi sayilabilir (Oziitok 1999).

Incelenen caligmalar1 teori agisinda degerlendirildiginde arastirmacilar tarafindan
Eringen'in yerel olmayan biinye iligkisine dayanarak, yerel olmayan kiris modelleri
gelistirilmistir (Reddy 2007). Literatiirde bulunan bu kiris modelleri Euler-Bernoulli
Kiris Teorisi (NEBT) , Timoshenko Kiris Teorisi (NTBT) ve Yiiksek mertebeden
kirislerdir.

Euler-Bernoulli kirisi sekil degistirmeden 6nce kiris eksenine dik olan kesit diizleminin
sekil degistirmeden sonra da diizlem kaldigini; ve sekil degistirmis kesit diizlemi, sekil
degistirmeden sonra hala eksene dik kaldigi varsayimina dayandirilmaktadir. Euler-

Bernoulli kirisi ince kirigler i¢in gecerli olup, sadece egilme etkileri dikkate alinir.

Timoshenko kiris teorisinde, Euler-Bernoulli kiris teorisinin normallik varsayimi
gevsetilir ve kalinlik koordinatina gore sabit bir enine kayma sekil degistirme durumu
dahil edilir. Timoshenko kiris teorisi, bu sabit kayma gerilmesi varsayimindan

kaynaklanan hatay1 telafi etmek icin kesme diizeltme faktorlerini gerektirir. Kayma

2



diizeltme faktorleri sadece malzeme ve geometrik parametrelere degil ayn1 zamanda
yikleme ve smir kosullarina da baghidir. Diizeltme faktorii gerektirdiginden daha

yiiksek mertebeden kayma sekil degistirme teorileri gelistirilmistir.

Bu ¢alismada yerel olmayan Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirisinin statik analizi i¢in
karisik sonlu elemanlar modeli sunulmustur. Eringen’in yerel olmayan biinye
denklemleri kullanilarak Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiriglerine ait alan
denklemleri, geometrik ve simnir kosullar1 varyasyon ifadesine (virtiiel yer degistirme
ilkesi) dayal1 olarak elde edilmistir. Operatér formda ifade edilen alan denklemlerine
Gateaux tiirevi yaklasimi kullanilarak yerel olmayan Euler-Bernoulli ve Timoshenko
kiriglerine ait yeni fonksiyonel dinamik ve geometrik sinir kosullar ile birlikte elde
edilmistir. Bu fonksiyonel kullanilarak yerel olmayan kirislerin sonlu elemanlar
yontemi ile ¢oziilebilmesi i¢in yer degistirme (¢cokme), egilme momenti, kesme kuvveti
ve donmelerin bilinmeyen olarak tanimlandigt NEBT4 ve NTBTS kiris eleman: ile

degisik problemlerin statik analizi yapilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Klasik elastisite teorisinin yetersiz oldugu durumlar1 ortadan kaldirmak i¢in gelistirilmis
yerel olmayan elastisiste teorisi siirekli ortamlar mekaniginde yeni bir yaklasimdir.
Yerel olmayan teori, nano boyuttaki malzemelerin mekanik davranislarini ortaya
koymakta oldukg¢a basarili sonuglar vermistir. Bu yontem kiiciik boyutlu elemanlara
uygulanabilir olmas1 ve kabul edilebilir sonuglar vermesi bakimindan biyiik ilgi
uyandirmis ve yap1 miithendisligi alaninda da aragtirmalara yol agmistir. Kiiciik 6l¢ekli
elemanlarda yerel olmayan etkilerin onemi artmaktadir. Yerel teoride bir noktadaki
gerilmeler hesaplanirken o noktaya komsu olan diger noktalardaki sekil degistirmelerin
etkisi gz Oniine alinmaz. Yerel olmayan teoride ise verilen bir noktadaki gerilme
durumunun cismin biitiin noktalarindaki sekil degistirmelerinin bir fonksiyonu oldugu

distiniiliir.

Konuyla ilgili literatiir arastirmasi yapildig1 zaman yerel olmayan kirislere ait bir¢cok

arastirma mevcuttur. Incelenen calismalari kronolojik sirada dzetlersek,

Yerel olmayan elastisite teorisinin kapsami ilk olarak Eringen (1972,1983,2002) ve
Eringen-Edelen (1972) tarafindan sunulmustur.

Peddieson ve dig. (2003), Eringen’in yerel olmayan elastisite teorisini nanoteknoloji
alanina ilk uygulayan arastirmacilar olup, ¢calismalar: bu alanda bir 6ncii ¢aligsma olarak
kabul edilmektedir. Euler-Bernoulli kiris modeli yerel olmayan elastik biinye
denklemlerini kullanarak degisik smir kosullar1 igin birkag kapali form ¢6ziimii
sunmuslardir. Bu calismadan sonra, bir¢ok arastirmaci nanoyapilarin analizinde

Eringen’in yerel olmayan modelini kullanmistir.

Xu (2006), nano-mikron kiriglerin ¢apraz titresimleri lizerindeki yerel olmayan etkinin
etkisini incelemistir. Yerel olmayan etkinin etkisinin, oOzellikle yiiksek dereceli

frekanslar ve titresimli modlar i¢in daha biiyiik hale geldigi bulunmustur.

Reddy (2007), Euler-Bernoulli, Timoshenko, Reddy ve Levinson Kiris teorileri dahil
olmak tizere ¢esitli kiris teorilerinin yerel olmayan modellerini formiile ederek egilme,

serbest titresim ve burkulmanin analitik ¢éziimlerini geligtirmistir.



C. M. Wang ve arkadaglar1 (2008) tarafindan Eringen’in yerel olmayan -elastisite
teorisine ve Timoshenko kiris teorisine dayali mikro ve nano kirislerin egilme problemi
ele alinmistir. Virtiiel is teorisi kullanilarak nonlocal Timoshenko kirisleri alan

denklemleri elde edilip yer degistirme, donme ve i¢ kuvvetler hesaplanmistir.

Metin Aydogdu (2009) tarafindan yapilan calismada yerel ve yerel olmayan elastisite
kullanilarak nano 6lgekli kiriglerin egilme, burkulma ve tiresimini analiz etmek igin

genellestirilmis kiris teorisi kullanilmistir.

J. K. Phadikar ve S. C. Pradhan (2010) tarafindan yapilan ¢alismada Euler-Bernoulli
kirig teorisi ve klasik plak teorisinin yerel olmayan diferansiyel elastisite yaklagimi i¢in

Galerkin sonlu elemanlar formiilasyonu ele alinmigtir.

J. N. Reddy (2010) tarafindan yapilan ¢alismada Euler-Bernoulli ve Timoshenko plak
teorileri Eringen’in yerel olmayan diferansiyel biinye denklemleri ve Von Karman
dogrusal olmayan sekil degistirmelere bagl tiiretilmistir. Bu nonlocal kiris teorileri
tiretilip genellestirilmis yer degistirme terimlerini iceren virtiiel is ilkesi, yer

degistirmeye dayal1 sonlu eleman modeli i¢in sunulmustur.

M. A. Eltaher ve ark. (2012) tarafindan yapilan calismada yerel olmayan biinye
denklemi Onerilmis ve Euler-Bernoulli kiris i¢in hereket denklemleri, varyasyon
ifadesine dayali olarak tiiretilmistir. Euler-Bernoulli kiriglerinin titresim analizi, sayisal

sonlu elemanlar yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Huu - Tai Thai ve Thuc P. Vo (2012) tarafindan yapilan ¢alismada nano kirislerin hem
kiigiik Olgekli hem de kayma deformasyon etkilerini agiklayan yerel olmayan bir
siniisoidal teori Onermislerdir. Kiigiik olgekli etki, Eringen’in yerel olmayan biinye
iligkisi kullanilarak dikkate alinirken, kayma deformasyon etkisi siniisoidal kayma
deformasyon teorisi kullanmiglardir. Hareket denklemleri ve sinir kosullarit Hamilton
ilkesi kullanilarak nano kiriglerin titresim, burkulma ve egilme problemleri

incelenmistir.

Huu - Tai Thai (2012) tarafindan yapilan ¢alismada nano kirislerin burkulmasi, egilmesi

ve titresimi i¢in yerel olmayan bir kirig teorisi onerilmistir.



S. A. M. Ghannadpour ve ark. (2013) tarafindan yapilan ¢aligmada yerel olmayan Euler-
Bernoulli kiriglerinin egilme, burkulma ve titresim analizleri ele alinmistir. Degisik sinir

kosullarina ait yerel olmayan kiriglerin analizi i¢in Ritz yontemi kullanilmistir.

M. A. Eltaher ve ark. (2013) tarafindan yapilan c¢alismada yerel olmayan Euler-
Bernoulli kiriglerin titresim analizi sonlu elemanlar yontemi kullanilarak incelenmistir.
Eringen’in yerel olmayan biinye denklemlerine dayali olarak yerel olmayan Euler-
Bernoulli i¢in hareket denklemleri ve eleman matrisleri varyasyonel ifadesine dayali

olarak tiiretilmistir.

S. C. Pradhan ve U. Mandal (2013) tarafindan yapilan ¢aligmada Timoshenko kirig
teorisinin yerel olmayan diferansiyel elastisite yaklagimi ig¢in sonlu elemanlar
formiilasyonu gelistirilmistir. Calismada karbon nano tiiplerin titresim, burkulma ve

egilme problemleri ¢ozlilmiistiir.

Samir A. Emam (2013) tarafindan yapilan ¢aligmada bilesik bir model kullanarak yerel
olmayan elastisite teorisine gore nano kirislerin statik dogrusal olmayan burkulma igin
analitik bir ¢oziim gelistirilmistir. Euler-Bernoulli, birinci dereceden kayma
deformasyon teorisi ve daha yliksek dereceli Reddy teorisine geometrik dogrusal
olmama durumu hesaba katilarak ele alinmis ve denge denklemleri virtiiel is ilkesi

kullanilarak tiiretilmistir.

M. A. Eltaher ve ark. (2013) tarafindan yapilan calismada fonksiyonel derecelendirilmis
nano kiriglerin egilme ve burkulmasi i¢in yerel olmayan bir sonlu eleman modeli
gelistirilmistir. Sonlu eleman matrisini tiiretmek i¢in varyasyon formiilasyon

gelistirilmistir.

Francesco Marotti de Sciarra (2014) tarafindan yapilan ¢alismada bir yiiksek dereceli
Euler-Bernoulli yerel olmayan kiris teorisine dayali olarak nano kiriglerin yer degistirme
ve egilme momentini degerlendirmek i¢in yerel olmayan bir sonlu eleman ydntemi

gelistirilmistir.

J. N. Reddy ve Sami El-Borgi (2014) tarafindan yapilan ¢alismada Eringen’in yerel
olmayan diferansiyel modeline dayali olarak donme ve malzeme uzunlugunu hesaba
katan Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirislerinin denklemlerini elde ederek dogrusal
olmayan sonlu eleman modelini gelistirmislerdir. Euler-Bernoulli ve Timoshenko

kirislerine ait denklemleri, Eringen’in yerel olmayan diferansiyel model ve modifie Von
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Kéarman nonlinear sekil degistirme dikkate alinarak virtiiel yer degistirme ilkesi ile

tiiretilmistir.

Li Li ve Yujin Hu (2015) tarafindan yapilan ¢alismada yerel olmayan sekil degistirme
gradyan teorisi ¢ergevesinde boyuta bagli dogrusal olmayan Euler-Bernoulli kiris
formiilasyonu gelistirmislerdir. Bu formiilasyon kullanilarak basit mesnetli kirislerin

burkulma sonrasi sehimleri ve kritik burkulma kuvvetleri analitik olarak incelenmistir.

Xiao — Jian Xu ve ark. (2017) tarafindan yapilan ¢alismada yerel olmayan sekil
degistirme gradyan teorisi ile yiiksek mertebeden sinir kosullarmin Euler-Bernoulli
kirislerinin burkulma davranislari izerinde dnemli bir rol oynamas1 gerektigi gercegiyle

motive edilmistir.

Ngoc — Tuan Nguyen ve ark. (2015) tarafindan yapilan ¢alismada nano kirislerin statik
analizi i¢in karisik sonlu eleman metodu kullanilmistir. Ana denklem, yerel olmayan

teori ile birlestirilmis Euler-Bernoulli kiris teorisi i¢in tliiretmislerdir.

Son Thai ve ark. (2018) tarafindan yapilan ¢aligmada nano kiriglerin statik egilme ve
titresim analizlerini sadece bir degiskeni igeren basit bir yliksek mertebeden kayma

deformasyonlari kiris teorisi 6nermislerdir.

Bilgisayarlarin gelismesi ile birlikte mithendislik uygulamalarinda niimerik yontemler
onem kazanmustir. Daha sonraki yillarda da bu metod ve ¢oziim teknikleri hizla
gelistirilmis ve gliniimiizde pek ¢ok miihendislik probleminin ¢6ziimii igin kullanilan en
iyi metodlardan birisi halini almistir. Konu ile ilgili literatiir aragtirmasi yapildigi zaman
karmagsik geometriye ve sinir kosullarina sahip miithendislik problemlerinin ¢oziimii i¢in
sonlu elemanlar metodu ve uygulamalar iizerine yapilmis ¢ok sayida c¢alisma oldugu
gozlemlenmistir. (Hughes 1987, Zienkiewicz 1977, Bathe 1982, Reddy 1985)

Incelenen c¢alismalar1, cubuk teorilerinin formiilasyonunda kullanilan kiris teorileri
EBT, TBT ve yiiksek mertebeden kiris teorileri ve yontemler agisindan da sonlu
elemanlar metodunu iiretmek i¢in, varyasyonel formiilasyon, agirlik formiilasyonu,
Gateaux tlirevi olarak siniflayabiliriz. Gateaux diferansiyeli kullanarak cesitli
problemler icin fonksiyoneller iiretilmis ve bu yontemle karisik sonlu elemanlar
caligmalart yapilmistir. (Akdz ve dig. 1996, Akoz ve dig. 2000, Akoz ve dig. 1999,
Eratli ve dig. 1997, Eratli ve dig. 2002, Oziitok ve dig. 2013, Oziitok ve dig. 2014).



3. MATERYAL VE METOD

Yap1 sistemlerinin hesabinda, denge denklemi, kinematik bagintilarin belirledigi
diferansiyel denklem, uygun sinir kosullarin1 saglayacak sekilde c¢oziilebilir. Basit
problemlerin ¢éziimiinde etkin bir yol olmasina karsilik karmasik geometriye ve sinir
kosullarina sahip yapilar i¢in problemin ¢dziimii zorlanacaktir. Bu durumda olaya bu
tiirlii ¢oziimlere alternatif olarak enerji gibi skaler bir biiyiikliik acisindan yaklasmali
¢cOzlimii basitlestirecektir. Enerji yontemleri veya ilkeleri kiris, plak ve kabuk gibi
yapisal mekanikteki problemler i¢in, denge denklemleri ve ilgili smir kosullarmni
gelistirmede ¢ok yararli oldugu kanitlanmigtir. Ayrica enerji yontemleri elastisite

problemlerine yaklasik ¢oziimler iiretmek i¢in yaygin olarak kullanilmistir.

3.1. Enerji Ilkeleri

Elastik bir cisim tlizerinde yiizey ve hacim kuvvetleri tarafindan yapilan is, cisim
icerisinde sekil degistirme enerjisi seklinde depolanir. idealize edilmis bir elastik
cisimde depolanmis olan enerji, cismin orjinal sekil degistirmemis duruma geri
dondiigiinde tamamen geri kazanilabilir. Enerji ilkelerinin hareket noktasi virtiiel is

ilkesidir.

3.1.1. Virtiiel Is Ilkesi

Elastik bir cisim tiizerindeki bir noktanin virtiiel yer degistirmesi, noktaya etki eden
kuvvetlerin degismeden kaldig1 hayali bir yer degistirmedir. Bu kuvvetlerin virtiiel yer
degistirme sirasinda yaptigi ise virtiiel is denir. Virtiiel is ilkesi elastik, plastik, termal

ve mekanik ytik altindaki her problem i¢in uygulanabilir.

Virtiiel is ilkesini elde etmek icin kabul edilebilir i¢ kuvvet ve yer degistirme
tanimlarina gore i¢ kuvvetlerin denge denklemlerini saglamasi, yer degistirmelerin ise

kinematik bagintilarin1 ve sinir kosullarini saglamasi gerekir.

Sekil degistiren cisim mekaniginde karigik sinir deger problemini diisiinelim. Sinirin bir
bolgesinde u yer degistirme vektorii, diger bolgesinde ise t ylizey kuvvetleri verilmis

olsun.

I¢ kuvvet olarak kabul edilebilir gerilme tensorii o, bolgede,



o,. +f =0 (3.1)

oy Ny = (%) (3.2)

sinir ve o; = o; simetri kosullarini saglayan, bunun disinda keyfi olan ti¢ boyutlu hal
i¢cin 6 adet fonksiyondur. Buradan n ; sturdaki birim dis normalin bileseni t; siirda

belirlenmis fonksiyon o ; = doy / Ox; yi gostermektedir.
Yer degistirme olarak kabul edilebilir u(xi) fonksiyonu S, yiizeyinde

u =u’(x).i =123 (3.3)

sinir kosulunu saglayan biiytikliiktiir.
Dengede bir cisim diisiinelim. Gerilme tensorii oy (X ), yer degistirme u(x) olmak
uzere

[oygdv = [fiudv + [ty dS + [o;n u’ds (3.4)
v v S, 9,

u

esitligi virtliel is ilkesinin matematik gosterimi olup, dengedeki bir cismin i¢
kuvvetlerinin virtiiel isinin dis kuvvetlerin virtiiel isine esit oldugunu ifade eder. Virtiiel
15 ilkesi, denge ve kinematik baginti kullandig1 icin keyfi yapidaki ortamlar i¢in
gecerlidir.

3.1.2. Virtiiel Yer Degistirme ilkesi

Probleme ait gergek ¢oziim o gerilmelerini ve u; yer degistirmeleri olmak iizere, yer
degistirmeleri oU; kadar degistirelim ve U, +0U, yer degistirmesini g6z Oniine alalim.
oU; , U; nin degisimidir ve virtiiel yer degistirme adin1 alir. U, +0U, de geometrik olarak

kabul edilebilir. o ve (u; + 6u,)* yi(3.4) de yerine koyulursa,

[oy 08, dv = [ 6u.dv + [t ou, ds (3.5)
v \ [



elde edilir. Su sinirinda 6u; = 0 oldugu goz oniinde tutmak gerekir.

Denklem (3.5) ifadesi “Dis kuvvetler altinda dengede olan bir sisteme virtiiel bir sekil
degistirme verilirse, bu virtiiel sekil degistirme altinda dis kuvvetlerin virtiiel isi i¢

kuvvetlerin virtiiel isine esittir.” Burada,
oU = oW (3.6)

dir. Yani oU = oW ise sistem dengededir. (Akoz ve dig. 1987)

3.2. Degisim Ve Euler Denklemi ( Varyasyon )

Enerji yontemleri, belirli bir fonksiyoneli stasyoner yapan ¢dziimlerin aranmasi esasina
dayanmaktadir. Bu fonksiyonellerin ekstramum o6zelliklerinin incelendigi matematik
dalina degisim (varyasyon) yontemleri adi verilir. Genis bir uygulama alanina sahip
olan degisim yontemleri ile fiziksel olaylar bazi sinir kosullarini saglayan fonksiyonlar
arasinda, bir fonksiyoneli ekstramum yapan fonksiyon bulunabilir. Bu fonksiyonel
skaler bir biiyiikliik olup enerji gibi bir fiziksel olay icin elde edilebilir. Fiziksel olaya
ait fonksiyonel belliyse bu fonksiyonelden, bu olaya ait diferansiyel denklem ve sinir
kosullar1 hesaplanabilir. Ayn1 sekilde diferansiyel denklem ve sinir kosullart belliyse

bunlara es deger fonksiyonel hesaplanabilir.
Degisim yontemleri kullanmanin avantajlari arasinda;

e Karmasik problemlerin diferansiyel denklemlerinin ve sinir kosullarinin elde

edilmesinde giivenilir bir yoldur.

e Karmagik problemlere ait diferansiyel denklem ve smir kosullari altinda ¢oziimii
giicse probleme Ritz, Galerkin, Sonlu Elemanlar gibi yontemler kullanilarak yaklasik

bir ¢6ziim verilebilir.

Bir fonksiyonel genel olarak,

I(y) =

F(x vy, y)dx 3.7)

D ——y T

seklinde gosterilir. Burada integral igerisindeki X serbest degiskeni, Yy ise X e bagl bir

fonksiyon olup problemin 6zelligine gore bu fonksiyonun tiirevlerini de icerebilir.
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Bir fonksiyonelin degisimi (varyasyonu) bir fonksiyonun ekstramumun bulunmasi

problemine benzer oldugundan Sekil 3.1° de gorildigi gibi,

Ya !
| y
! -
a b
Sekil 3.1. Fonksiyonlarin degisimi
y fonksiyonu komsulugundaki 7( X) fonksiyonu
y(x)=y(x)* &n(x) (38)

seklinde ifade edilebilir. Burada £ kiigiik bir parametre, 7( X ) ise

n(a)=n(b)=0 (3.9)

kosullarini saglayan siirekli bir fonksiyondur. y( X ) in degisimi (varyasyonu),

Sy=y(x)-y(x)=E&n(x) (3.10)

seklinde gosterilebilir. Benzer olarak fonksiyonlarin birinci tiirevleri arasindaki fark

Sy =y(x)-y'(x)=€&n(x) (3.11)
diir. Yani,
(sy)=5(y) (3.12)
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dir. Denklem (3.7) foksiyonelindeki F( x,y,y" ) integrandinin y( x ) in kiigiik

degisimlerine kars1 gelen davranisini bulmak istersek,
AF = F(x7Y)-F(xyY) (3.13)

seklinde yazilabilir. Burada esitligin sag tarafindaki ilk terim Taylor serisinde agilarak

(3.13) de yerine koyulursa,
1 .

AF = 6F+=— O0°F +... (3.14)
2!

elde edilir. Burada,

oF = %: oy + % oy’
2 2 2 (3.15)
2 a F 2 a F ' 12
O0°'F=—0y +2 -0YyOY'+—5 0y
oy oy oy oy
olarak tanimlanmistir. Benzer diisiinceyle | ( y ) fonksiyonelindeki degisim i¢in
b b

Al=1(xV,¥)-1(xVyYy IF jF(x,y,y')dx

i 2 2 (3.16)
Al = [ AF dx
olarak bulunabilir. AF i¢in denklem (3.14)’i (3.16)’da yerine yazarsak,

1.

Al =81+28% +.. (3.17)
elde edilir. Burada,

p 8 oF oF
Sl =j5|: dx:j[— Sy + — 5y’] dx (3.17a)

2 2\ 0y oy

b b 2 2
5’1 =[s°F dx:j[a f Sy* + O°F 0 ':2 5y’2jdx (3.17b)

2 2\ Oy oy oy’ oy

I ( y ) fonksiyonelinin birinci ve ikinci degisimleridir. y( X ) in | ( y ) fonksiyonelini

ekstremum yaptig1 kabul ediliyorsa bunun icin gerekli kosul birinci varyasyonun
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ol ( y ):O esitligini saglamasidir. Denklem (3.17a)’ nimn ikinci teriminin integrali

alinirsa,

_floF _d (eF oF
Sl = I{ay - [ayﬂ Sydx + {ay' §y]

elde edilir. x=a ve x=b smirinda y ve Yy’ degerleri biliniyorsa bunlara kars1 gelen

b

-0 (3.18)

a

degisimleri de sifirdir.
sy(a)=25y(b)=0sy'(a)=05y(b)=0 (3.19)

yazilabilir. Bu kosullar altinda denklem (3.18)” deki son terim diiger. Birinci terimin

sifir olmasi i¢in o'y keyfi fonksiyon oldugu i¢in integral i¢indeki ¢arpan sifir olmalidir.

Yani,

olmalidir. Buna | (y ) fonksiyonelininin Euler-Lagrange denklemi ad1 verilir. Eger bir

y( x ) fonksiyonu denklem (3.20) deki diferansiyel denklemini saglarsa ayni zamanda

denklem (3.7)’ deki fonksiyonelini de ekstremum yapar.

Burada y( X ) ve y’( X ) in Xx=a , Xx=Db de tammlanmas1 halinde fonksiyonelin

ekstremuma sahip olabilmesi igin gerekli kosul olan Euler—Lagrange denklemi elde
edildi. Sinir kosullar1 verilmigse fonksiyonelin ekstremuma sahip olabilmesi i¢in bazi

sinir  kosullarinin  saglanmasi gerekir. Bu kosullar1 denklem (3.18) ifadesinden

bulabiliriz. Eger y(x) sinirlarda  belirlenmemisse, denklem (3.18) ifadesinin

saglanmas i¢in son terim sifir olmalidir. Bunun i¢in X=a ve x= b de

oy=0 veya oF

!

=0 (3.21)
olmalidir. Buradaki birinciye geometrik siir kosullar1 ikinciye de dogal siir kosullar
diyebiliriz.

Sinir kosullarimin karmasikligi nedeniyle diferansiyel denklemi ¢6zmek her zaman

miimkiin olmaz. Yaklasik ¢oziim yontemleri kullanilarak problemin ¢6ziimii yapilabilir.
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Yaygin olarak kullanilan yaklasik ¢oziim yontemlerinin baslicalar1 Ritz ve sonlu
elemanlar yontemidir. Bu yontemlerin hareket noktasi diferansiyel denkleme kars1 gelen

fonksiyonelin bulunmasidir. Diferansiyel denklem verildiginde buna karsi gelen

fonksiyonelin ° | ( y ) > bulunmasi i¢in

e Matematik maniplasyon

e Kendine es sistemler i¢in klasik yontem

e Genel sistemler i¢in (kendine es ve dogrusal olmayan) Gateaux diferansiyeli

yontemleri kullanilabilir. Bu yontemler icerisinde Gateaux tiirevi yaklasimindaki bazi
onemli avantajlarindan dolayr bu c¢alismada kullanmlacaktir (Oziitok 1999). Bunlardan

bazilar1 sunlardir;

e Verilen alan denklemlerinden, fonksiyonel ve sinir kosullari ¢ok kolaylikla elde
edilebilir.

e Alan denklemleri ve sinir kosullar1 saglam olarak fonksiyonele yansitilir.
e Alan denklemlerinin uyumlulugu kontrol edilmis olur.

Gateaux diferansiyeline ait genis kullanim ve agiklamalar1 (Ako6z ve dig. 1991) de yer
almaktadir. Burada basitlik i¢in temel kavram ve tanimlar1 verilecektir. Sinir kosullarimi

da igerecek sekilde alan denklemlerinin tamami
Q=Ly-f (3.22)

operator seklinde yazilabilir. Q operatoriiniin Gateaux tiirevi ise su sekilde

tanimlanmaktadir.

_Q (y+7Y)

= (3.23)

dQ (v.y)

=0

Burada 7 bir skalerdir. Q operatoriine ait fonksiyoneli bulabilmek igin Q

operatoriiniin potansiyel olmasi gerekir (Oden ve Reddy 1976). Bunun igin,
(dQ (v.¥),y") = (dQ (v.¥).¥) (3.24)

kosulunun saglamasi gerekir. Burada ¥ ve y* biiyiikliikleri Y nin i¢inde bulunduklari

uzayin elemanlaridir. Denklem (3.24)’deki tirnak parantez, i¢ carpimi gdstermektedir.
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Bu tanimlar kullanilarak i¢ ¢arpimlar yapilirsa Q operatoriiniin potansiyel oldugu

goriiliir ve sembolik bir gosterimle dinamik sinir kosullari,

~R+R=0, -M+M=0 (3.25)
ve geometrik sinir kosullari,

—Q+Q=0, -u+0=0 (3.26)

elde edilir. (3.25) ve (3.26) denklemlerindeki sapkali terimler sirasiyla sinirlarda bilinen
kuvvet, moment, donme ve yer degistirme vektorlerine karsi gelmektedir. Q siirekli ve

potansiyel operatorse buna ait fonksiyonel,
1
1[y]= _[(Q (sy),y) ds (3.27)
0

seklinde bulunabilir. Burada s skaler bir biiytikliiktiir.

3.3. Kiris Teorileri

Kinematik deformasyonlar1 ifade eden bircok kirig teorisi vardir. Bu farkli kirig
modellerine ait literatiirde elde edilebilir. Euler-Bernoulli kiris modeli bunlardan en
basitidir. Euler—Bernoulli kiris teorisi sekil degismeden once kiris eksenine dik olan
diizlem kesit alaninin sekil degisiminden sonra eksene dik ve diizlem kalmasi
varsayimina dayanir ve sadece egilme etkileri dikkate almir. Ince kiris yapilar icin
kullanighdir. Ancak kirisin kayma etkilerini dikkate almadigindan yetersizdir. Bu
sorunu asabilmek i¢in kirig kalinligindaki artisa bagli olarak egilme etkisinin yani sira
kayma etkilerini de dikkate alan Timoshenko kiris teorisi gelistirilmistir. Literatiir
arastirmasi yapildiginda farkli ¢6ziim yontemlerinde ve degisik yiikleme durumlarinda

her iki kiris teorisine ait ¢ok sayida ¢calisma bulunmaktadir.

Kirig teorilerini tanimlamak igin bir (X, y,z) koordinat takimi segilirse bu eksen

takimina gore yer degistirme alani tanimlanabilir.

3.3.1. Euler-Bernoulli Kiris Teorisi (EBT)

Euler—Bernoulli kiris teorisindeki yer degistirme alanlari,
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u(x,z) = -zw,

w(X,z) =w(x) (3.28)

Burada w, enine yer degistirmenin birinci tiirevini gdstermektedir. Yukaridaki yer

degistirme ifadesine gore birim uzama orani;

g =U, =—-ZW (3.29)

dir. Virtiiel sekil degistirme ise denklemde yerine yazilirsa,
g, = OU, = —7Z 6W, (3.30)

elde edilir. Denge denklemlerini tiiretmek i¢in virtliel yer degistirme ilkesi kullanilarak

i¢ kuvvetlerin toplam virtiiel isi;
L

oU = [[o, o, dAdx (3.31)
0A

dir. Denklem (3.30), denklem (3.31)’ de yerine yazildiginda,
L L

8U =|[o, (-2 ow,,) dAdx = [-M, sw,, dx (3.32)
0A 0

elde edilir. Burada M, egilme momenti, A kesit alan1 olmak {izere,

M, = [o, 2 dA (3.33)
A

seklinde hesaplanabilir. Yayili q dis kuvvetinin altinda kalinligi h olan bir kirisin dis

kuvvetlerinin virtiel isi ise;
L

oW = -Iq ow dx (3.34)
0

dir. Verilen bir kiris eleman i¢in dengede olmasi durumunda virtiiel yer degistirme
ilkesi geregi,

SU+6W =0 (3.35)

olmalidir. Denklemde ifade acik sekilde yazilirsa,
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JL.(—MX Sw,, ) dx - Tq Swdx =0 (3.36)
0 0

elde edilir. Burada ow, ifadesindeki tiirevler kismi integrasyon uygulanarak

diizenlenirse,

L
: +[M,, 5w]\: - (M, ow)dx

'L[—MX Sw,, dx = —[M, ow, |
0

. (3.37)
elde edilir. Bu ifade denklemde yerine yazilarak diizenlenirse,
L
J{ [-M, o — ] 6w } dx =0 (3.38)
0
dir. 0 <x <L araliginda Euler-Lagrange denklemi
M, ,—q=0 (3.39)

0zdes olarak saglanmalidir.

3.3.2. Timoshenko Kiris Teorisi (TBT)

Yayili q dis kuvvetinin altinda kalinlig1 h olan bir kirisin yer degistirme alan1 su sekilde

tanimlanabilir;
u(x,z) =z ¢,
w(X,z) =w(x) (3.40)

Yukaridaki yer degistirme ifadesine gore birim uzama orant;

& =U,=2¢,

Vo U, *W, =g +W, (3.41)
dir. Virtiiel sekil degistirme ise denklemde yerine yazilirsa,

os, =0U, =7 09,

Sy, = 0U, + OW, = 5, + OW, (3.42)
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elde edilir. Denge denklemlerini tiiretmek i¢in virtiiel yer degistirme ilkesi kullanilarak

i¢c kuvvetlerin toplam virtiiel isi;
L

oU = [[(o, 8, + 7, d7,) dzdx (3.43)
0A

dir. Denklem (3.42), denklem (3.43)’ de yerine yazildiginda,
L

oU = [[[o,(288,,) + 7., (54, + 5w, )| dzdx (3.44)
0A

elde edilir. Burada M, egilme momenti, Q, kesme kuvveti, A kesit alani olmak

uzere,
M, = [o,z dA
A
Q = [r, dA (3.45)

A

seklinde hesaplanabilir. Dis kuvvetlerin virtiiel isi ise;
L
= -Iq5w dx (3.46)
0

dir. Verilen bir kiris eleman igin dengede olmasi durumunda virtiiel yer degistirme

ilkesinin geregi denklem (3.35)’de belirtilmisti. Bununla, denklemde ifade acik sekilde

yazilirsa,
.T[ M, 6@, +Q(5¢X+5WX)J dx-JL'q Swdx =0 (3.47)
0 0

elde edilir. Buradaki tiirevli ifadelere kismi integrasyon uygulanarak diizenlenirse,

- (M, a8,) ax

TMX5¢XX dx =
0

_[Qéw dx = [ Qéw TQ ow) d (3.48)

J[(-M..+ Q) o+ (-0, -a)ow] x =0
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dir. Timoshenko kiris teoremine gore denge denklemleri,
Q,—-a=0
-M,,-Q=0 (3.49)

elde edilmistir.

3.4. Yerel Olmayan Elastisite Teorisi ve Fonksiyonel
3.4.1. Yerel Olmayan Elastisite Teorisi

Yerel elastisite teorisiyle bir noktadaki gerilmeler hesaplanirken o noktaya komsu diger
noktalardaki sekil degistirmeler dikkate alinmamaktadir. Gerilmeler sadece yerel etkiler
dikkate alinarak hesaplanmaktadir. Bu gerilmeler altindaki yer degistirmeleri sonucu
ortaya cikan geometrik diizensizlikler, cismin ic¢inde gerilmelere sebep olmaktadir.
Ortaya ¢ikan bu gerilmelerin cismin yerel elastisite teorisi ile hesabindaki bazi
diizensizlikler olusur. Yerel elastisite teorisinin yetersiz oldugu durumlarda siirekli
ortam mekaniginde yeni bir yaklasim olan yerel olmayan elastisite teorisi
gelistirilmistir. Yerel olmayan elastisite teorisinde ise yerel elastisite teorisinin aksine
stirekli bir cismin bir noktasindaki gerilme bulunurken, sadece o noktadaki sekil
degistirmelerine degil ayn1 zamanda komsu noktalardaki sekil degistirmelerin katkilari
da g6z oOnitine alinmaktadir. Sekil degistirme ve gerilmelerdeki tekillikler, problemin

yerel olmayan elastisite teorisi ile ¢éziimiinde ortadan kalkar.

Klasik elastisite teorisi kiigiik dl¢cekli modellerin hesaplanmasinda yetersiz olmasindan
dolay1 kiigiik Olgekli yapilarin incelenmesinde yerel olmayan teori biiyilk O6nem
tasimaktadir. Cisimlerin yerel elastisite ile yerel olmayan elastisite teorisi arasindaki

fark biinye denklemleridir.

Eringen’e gore bir cismin bir noktasindaki gerilmenin sadece o noktadaki yerel
gerilmeye baglh olmadigini, cismin biitiin noktalarindaki yerel gerilmelerin katkisinin
g6z Oniline alinmasi gerektigi ifade edilmisti. Bu diisiince deneysel gozlemlere baglandi.

Boylece, X noktasindaki yerel olmayan gerilme ifadesi;

o= IK(|X' - X, 7) t(x') dx' (3.50)
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seklindedir. Burada t(x), x noktasindaki makroskopik tensérii ve ¢ekirdek fonksiyonu
K|x" — x| yerel olmayan modiili temsil eder. |x' — x| mesafe ve 7, i¢ ve dis

uzunluklara bagli olan bir malzeme sabitidir. Bir x noktasindaki t, genellestirilmis

Hooke Yasas1 ve noktadaki & ile ilgilidir;
t(x) = C(x): &(x) (3.51)

Burada C, dordiincii dereceden elastikiyet tensoriidiir ve ¢ift noktali iiriinii gosterir.

Bununla birlikte, esdeger bir diferansiyel formda integral kurucu iligskiler miimkiindiir;

(1- 220°V?) o=t

g,
=2 3.52
= (352)

Tek boyutlu durumda elastik bir malzeme igin, yerel olmayan kurucu iliskiler su sekilde

basitlestirilebilir (Eringen 1983):

2
o —u2% g (3.53)
OX
o*r
Tyt =G 3.54
o T H x (3.54)

Yerel olmayan elastisite teorisine gore gerilme denklemleri verilmistir. Burada,
=g a)z, E, G, e, ve a sirasiyla yerel olmayan elastisite paremetresi, elsatisite

modiilii, kayma modiilii, boyutsuz bir malzeme sabiti ve i¢ karakteristik uzunlugudur.

Nonlocal parametresi x =0 oldugu zaman yerel teorideki biinye denklemleri,
o, =EE, (3.55)

TXZ = G j/XZ (3'56)
oldugu bilinmektedir.(Reddy 2007).

Euler-Bernoulli kiris teorisinde (3.55) denkleminin her iki tarafi ¢ z dz ’ ile garpilir ve

denklem (3.29) ifadesi yerine konursa,
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h/2 h/2 h/2
M, = _[ o,20z = j Eg zdz= j E(-zw,)zdz=—Elw,, (3.57)

X
-h/2 -h/2 -h/2

biinye iliskisi elde edilir. Denklem (3.53) yerel olmayan elastisite teorisine gore

diizenlenmesi i¢in ¢ z dz ’ ile garpilirsa,
0

J.O'ZdZ— j,u—O'ZdZ:Eg (3.58)
OX

olur. Buradan yerel olmayan elastisite teorisine dayali NEBT ig¢in kinematik denklem,
M—-uM  =—-Elw, (3.59)

elde edilir. Burada 1, atalet momentidir. Yerel olmayan Timoshenko kiris teorisi
(NTBT) igin denklem (3.53) ve (3.54) “lin her iki tarafi © z dz ’ ile ¢arpilirsa,

0*M
M, - X = El
X :u 8X2 ¢x,x
82
Q-u S =GA(4, +w,) (360

biinye iligkisi elde edilir. « :% ve S :é seklinde tanimlanmaktadir. Bu ifadeler

denklem (3.59) ve (3.60)’da yerine konulursa NEBT igin,
—a(M-u M, )-w, =0 (3.61)

, XX

seklindedir. NTBT igin,

_a(Mx —H M,xx) + X, X =0
—B(Q - Q)= (¢ +W,) =0 (3.62)
seklinde yazilabilir.

3.4.2. Alan Denklemleri ve Fonksiyonellerin Elde Edilmesi

Denklem (3.39) ve (3.59)’da elde edilen NEBT kiris teorisine ait alan denklemleriyle
denklem (3.49) ve (3.62)’de elde edilen NTBT Kiris teorisine ait alan denklemlerinin

yani sira kiriglerin sembolik olarak dinamik siir kosullar1 ve geometrik sinir kosullar
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denklem (3.25) ve (3.26)’da ifade edilmistir. Sinir kosullarinin agik ifadeleri

varyasyonel islemler sonucunda elde edilecektir.

Yerel olmayan kirigler i¢in sinir kosullarini da icerecek sekilde alan denklemlerinin

tamami1 denklem (3.22)’de yerine konulursa NEBT i¢in Q operatorii ,

L; 0 Yi fu
444444444444444444444444444444444 0001 W _ -I’-\ (3.63)

0 0 0 -1 of|wW -M

0O 1 0 0[|M W

I 10 0 o]|T] |_w

matris formunda gosterilebilir. Burada I_ij, y, ve f. ifadeleri,
Ll,2 = _('),xx

Ly=—()p » Lo=—a|1-u() ] (3.64)
Yi=W, y2=M ) f1=q

dir. NTBT i¢in Q operatorii,

Lij 0 Yi f“
B T P (3.65)

0 00 -1 0/|M —

01 0 O0||¢g M

I 10 0 0f|w o)

Lo=(), » Ls=—a[1-4(), ] (3.66)
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Lo=(), » Le==(), » L= _ﬂ[l_ﬂ(-),xx]

Y,=W, y,=¢ , y;=M , y,=Q , f =q

seklindedir. Q operatoriiniin Gateaux tiirevi denklem (3.23)’de yerine konularak elde
edilir. Q operatorii denklem (3.24)’de yerine yazilarak NEBT ve NTBT Kkirisi i¢in

potansiyel oldugu goriiliir ve sirasiyla sinir kosullar1 da,

(Rou], =M w], e [M, M,

=[M.w, ],

o (3.67)
M, ==[w, ]

[u R],=—-[w.M,] +au[M M, ]

[R.u], =[w.Q] +au[M, . M,] +5u[Q.Q,]

-M.0] ==[g. M, (3.68)

(@M ], =[M,.¢],

—[u R, ==[Qw], —au[M M, ] - Au[Q,.Q],

sekinde elde edilir. Bu durumda alan denklemlerine karsi gelen I[y] fonksiyoneli

denklem (3.27)’de yerine konularak elde edilir. Bu caliyjmada NEBT kirisi alan

denklemlerine karsilik gelen fonksiyonel,

=[M, w]—qw]——[lvl M] [M M,] -
+ [(I\?I—M),Q], - [(u—u),R]g - [Q, M]g _ [R ’ UJU
seklindedir. NTBT kirisi alan denklemlerine karsilik gelen fonksiyonel,

= [ow]+[M, 4] - [Q 4] - Z[M,M,]
- %ﬂ[M“’ M ] - E[Q Q] ﬂﬂ[Qx Q] - [a.w] (3.70)
+[(R-R)ul, — [(M-m).o], - [, M] +[a.R],
seklindedir.
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3.5. Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM)

Sonlu elemanlar yontemi, alan problemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in bir yontemdir. Sonlu
elemanlar yontemindeki temel fikir, karmasik bir problemin ¢6ziimiinii daha basit bir
problemle degistirerek bulmaktir. C6ziimii bulmada asil problemin yerini daha basit bir

problem aldigindan, kesin ¢6ziim yerine sadece yaklasik bir ¢oziim bulunacaktir.

Sonlu elemanlar yonteminin miithendislik uygulamalarinda, denge problemi (kiris, plak,
kabuklarin statik analizi), 6zdeger problemleri (yapilarin dogal frekanslar1 ve modlari,
yapilarin stabilite problemleri) ve yayilma problemleri (dalgalarin yayilimi) dir. Sonlu

elemanlarla ilgili genis bilgi Rao (2018) ve Zienkiewicz (1977)’de verilmistir.

Sonlu eleman yontemiyle ¢6ziim her zaman diizenli bir adim adim siireci takip eder. Bu

adimlar;

® Yapiyl veya ¢Oziim bolgesini alt boliimlere veya elemanlara ayirmaktir. Elemanlarin
sayisi, tlrli, boyutu ve diizenine karar verilerek yapt uygun sonlu elemanlarla

modellenir.

e Bolgenin elemanlara ayrilmasindan sonra biiylikliikleri ifade etmek icin siirekli
fonksiyonlar segilir. Bu fonksiyonlara sekil fonksiyonlari adi verilir. Karmagsik bir
yapmin herhangi bir belirli ylik kosulu altinda bu biiyiikliiklerin ¢6zliimii tam olarak
tahmin edilemediginden, bilinmeyen ¢6ziime yaklasmak i¢in bir eleman i¢inde uygun
bir ¢ézlim varsayiyoruz. Varsayilan ¢oziim, hesaplama agisindan basit olmali. Ancak

belli yakinsama gereksinimlerini karsilamalidir.

e Uygun bir varyasyon ilkesi kullanilarak elde edilen fonksiyonel sekil fonksiyonlar ile
ifade edilirse eleman matrisleri, uygun bir sekilde birlestirilerek sistem matrisi elde

edilir.

e Yiik vektorleri ve sinir kosullari dikkate alinarak denklem takiminin ¢6ziimii yapilir.

3.5.1. Sekil Fonksiyonlar1

Sonlu elemanlar yonteminin temel fikri ¢6ziimii ilgilenilen bolgenin kiiciik bolgelere
(sonlu elemanlar) boliinmesi ve ¢oziimiin her bir alt bolge tizerinde basit bir fonksiyonla
yaklastirilmasiyla elde edilir. Bu nedenle, gerekli ve 6nemli bir adim her elemanda

¢Ozlim i¢in basit bir fonksiyon segmektedir. Bir eleman i¢indeki ¢6ziimiin davranisini
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temsil etmek i¢in kullanilan fonksiyonlar enterpolasyon fonksiyonlari, yaklasim

fonksiyonlar1 veya sekil fonksiyonlar1 denir.

Polinom tipi enterpolasyon fonksiyonlarinin polinom derecesini artirarak sonuglarin

dogrulugunu artirmak mimkiindiir.

Bu calismada dogru eksenli bir cubugun alt bolgelere ayrilmasi ve her bir alt bolgeyi
isaret edecek iki diigiim noktasi se¢ilmektedir.
I,(y) ve I,(y) fonksiyonel igerisindeki degiskenler ve bu degiskenlerin birinci

tiirevleri mevcuttur. Her iki biiyiikliik Sekil 3.2.’de goriildiigii gibi sekil fonksiyonu igin

biiyiikliigii 0 ile 1 arasinda olan ( 0<&<1 ) bir dizi boyutsuz say1 ile eleman i¢indeki

herhangi bir noktanin belirtilmesine izin veren yerel koordinat sistemi se¢ilmistir.

E=-1 §:=0 &=1
i
s C st ;
——
! ort ;:
§ )

Sekil 3.2. Sekil fonksiyonu i¢in koordinat takimm

Sekil islevi icin yerel koordinatlarda tanimlanan boyutsuz ve normallestirilmis bir

koordinat sistemi kullanilir. Koordinatlar agisindan boyutsuz sekil fonksiyonlari olarak

verilmistir:

1
v, = E (1 - é:)

1 (3.71)
W, = E (1 + é)
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dir. Bu sekil fonksiyonlarinin tiirevi ise;

dy, _ dwa(e)de _ 1
dx dé dx L

3.72
dy, :dl//z(ég) dé - ( :

1
dx dé X L

seklinde hesaplanir. Elemanin diiglim noktalarindaki degiskenler w ¢okme, ¢ donme, M,

Q i¢ kuvvetleri olarak secilirse bu degiskenler s sekil fonksiyonu ile ifade edilecektir;

W:Z\Ni Vi M:ZMi‘//i
(3.73)
¢:z¢| Vi Q:ZQi Vi

Kiris i¢in eleman matrisinin acik bir formunu vermek i¢in asagidaki alt matrisler

tanimlanir:
1

[kl] =jl//i y; dx
B

[kZ] :J. l//i,x lr//j,x dX (374)
-1

1
[ks] =J.l//i Wiy dx
|

Burada i,j = 1,2 seklindedir. Bu altdizimler asagidaki gibi genisletilmis bicimde

yazilabilir;
Lt i1 11
3 6 L L 2 2
k| = , k,| = , k.| = 3.75
[ 1] L E [ 2] _E l [ 3] _l 1 ( )
6 3 L L 2 2
Boylece, NEBT i¢in sonlu eleman matrisi,
w M
[k]NEBT = [0] [kz]T (3'76)

simetrik —a [k, + 1k, |
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NTBT i¢in,

[k]NTBT =

elde edilir.

Cw

[0]

simetrik

M

[0]

—a [k + uk, ]

Q ¢
k][]
o] [k]

(3.77)
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4. ARASTIRMA SONUCLARI

Bu boliimde yerel olmayan Euler-Bernoulli (NEBT) ve Timoshenko (NTBT) kirisleri
icin elde edilen fonksiyonellerin karisik sonlu eleman yontemiyle farkli sinir kosullarina
sahip kirislerin statik analizi yapilmistir. Coziimlerde yerel olmayan elastisite

paremetresi 4, L/h oranlarinin iki ucu basit mesnetli (SS), iki ucu ankastre mesnetli

(CC), bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli (CF) kirislerinin tizerindeki etkileri
gostermek i¢in ¢oziimler yapilmistir. Bu ¢éziimlerden NEBT4 i¢in ¢okme ve moment,
NTBT8 i¢in de ¢bkme, moment, donme ve kesme kuvvetleri hesaplanmistir. Elemanin
diigim noktalarindaki degisken sayilarina bagl olarak yerel olmayan Euler-Bernoulli
kirisi i¢in NEBT4, yerel olmayan Timoshenko kirisi i¢in NTBTS8 kullanilacaktir.
Bulunan sonuglar literatiirdeki benzer ¢alisma sonuglartyla karsilastirilmistir. Kolaylik

saglamak i¢in ¢aligma sonuclar1 asagidaki sekilde boyutsuz hale getirilmistir.

Elw

4

gL

W =100

(3.78)

Hesaplamalarda kullanilan kirislerde bazi kabuller yapilmistir. Kabul edilen bu

parametreler;
e E =30000000

e h=1,h=05ve h=0,1

e hb=1
o =10
e (=1

e Poisson orani; 0,3

e Malzeme sabiti; 5/6 = 0,833 alinmustir.

4.1. Basit Mesnetli Kiris (SS)
Bu boliimde yerel olmayan Euler-Bernoulli kirisleri igin yapilan hesaplamalarda,
e 4 sayisinin arttirtlmasi ile yerel olmayan elastisite etkisiyle maksimum ¢okme ve

moment i¢in sonuglar bulunmustur.
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e Farkli L/h oranlarina sahip yerel olmayan elastisite etkisi altindaki kirislerde
maksimum ¢0kme ve moment elde edilerek literatiir caligmalariyla sonuglar
karsilastirilmistir.

Iki ucu basit mesnetli NEBT4 kirisi icin L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin

hesaplamalar yapilmis olup, sonuglar Sekil 4.1.”de gosterilmistir.

M
8 m
m
s
m
r
r ¢ L/h

& o Lh=20

Cokme Degerleri, W

0 1 ) 3 | 5

u, Degerleri
Sekil 4.1. NEBT4 Kkirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz ¢cokme

[\Tv = -w*10° (EI /q,L* )] degerleri

Sekil 4.1.”de gortldigi gibi NEBT4 kirisi igin elde edilen sonuglar dogrultusunda L/h
oraninin farkli olmas sonuglar1 degistirmemistir. iki ucu basit mesnetli NEBT4 Kkirisi

i¢cin hesaplanan ¢cokme ve moment degerleri Tablo 4.1.’de yer almaktadir.

29



Tablo 4.1. NEBT4 Kirisi farkli L/horanlari icin maksimum boyutsuz ¢cokme ve

moment degerleri

n W M

0 1,30118 12,5
0,5 1,36368 12,5
1 1,42618 12,5
1,5 1,48868 12,5
2 1,55118 12,5
2,5 1,61368 12,5
3 1,67618 12,5
3,5 1,73868 12,5
4 1,80118 12,5
4,5 1,86368 12,5
5 1,92618 12,5

Tablo 4.1.’de goriildiigii gibi x4 sayisinin arttirtlmasi: ¢okme degerlerini de arttirmis

olup moment degerlerini degistirmemistir. Tablo 4.1.’de yer alan NEBT4 kirisi ¢6kme

degerleri literatiirde yapilan calismalarla karsilagtirililmistir. Sekil 4.2.°de yapilan

hesaplamalarla Reddy (2007)

karsilastirilmistir.

tarafindan  yapilan

analitik  ¢oziim

Cokme Degerleri, w

Sekil 4.2. NEBT4 kirisi ve Reddy (2007) maksimum boyutsuz ¢okme degerleri

5 ) ~

n, Degerleri

¢ NEBTA4

_—— o ANA™
Reddy, 200

sonuglari
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Sekil 4.2.’de goriildiigii gibi iki ucu basit mesnetli NEBT4 kirisi igin elde edilen

sonuclar Reddy’nin sonuclarina gore daha diisiik ¢ikmistir. g sayisinin arttirilmasi ile

maksimum ¢6kme degeri de artmistir. Ayrica L/h oraninin farkli olmasi sonuglar
degistirmemistir. Grafik degerleri L/h=20 ve L/h=10i¢in gegerlidir. Elde edilen

sonuclarin literatiirdeki ¢alismalarla karsilastirilmasi Tablo 4.2.’de verilmistir.

Tablo 4.2. NEBT Kirisi i¢in literatiirde bulunan maksimum boyutsuz ¢cokme
degerleri

L/h Reddy Aydogdu Pradhan  Nguyen
n NEBT4 (2007) (2009) (2012) (2015)

10 O 1,30118 1,3130 1,3130 1,3021 1,3021
1 1,42618 1,4487 1,4487 1,4271 1,4271
2 1,55118 1,5844 1,5844 1,5521 1,5521
3 1,67618 1,7201 1,7201 1,6771
4 1,80118 1,8558 1,8558 1,8021
5 1,92618 1,9914

20 O 1,30118 1,3130 1,3130 1,3021 1,3021
1 1,42618 1,4487 1,3469 1,4271 1,3333
2 1,55118 1,5844 1,3808 1,5521 1,3646
3 1,67618 1,7201 1,4148 1,3958
4 1,80118 1,8558 1,4487 1,4271
5 1,92618 1,9914

Tablo 4.2.°de goriildiigi gibi, L/h=10 i¢in Reddy ve Aydogdu’nun sonuglart ayni
olup, L/h=20 igin degiskenlik gostermistir. L/h oranin artmasi Aydogdu ve
Nguyen’in degerlerini azaltmistir. L/h=10i¢in Pradhan ve Nguyen’in sonuglari da

aynidir. Ayn1 zamanda, u sayisi arttikga ¢okme degerleri artmistir.

Bu boéliimde yerel olmayan Timoshenko kirisleri igin yapilan hesaplamalarda,

e 4 sayisinin arttirilmasi ile yerel olmayan elastisite etkisiyle maksimum ¢dkme ve

donme i¢in sonuglar bulunmustur.
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e Farkli L/h oranlarina sahip yerel olmayan elastisite etkisi altindaki kirislerde
maksimum ¢okme ve donme elde edilmistir. Elde edilen ¢okme degerleri sonuglari

literatiir ¢alismalariyla karsilastirilmistir.

ki ucu basit mesnetli NTBTS kirisi icin L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 icin

hesaplamalar yapilmis olup, sonuglar Sekil 4.3.’de gosterilmistir.

7
€
&

o L/h=100

€ 3

+ L./h=20
- L./h=10

< 3
+1

Cokme Degerleri, W

Fs

C 2

0 05 1 1,5 ) 25 3 35 4 15 5§

i, Degerleri

Sekil 4.3. NTBTS8 kirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz ¢cokme
degerleri

Sekil 4.3.’de goriildiigii gibi NTBTS kirisi i¢in elde edilen sonuglar dogrultusunda L/h
oraninin azalmasi maksimum ¢O0kme degerini artirmistir. Aym1 zamanda, u sayist
arttikca da ¢okme degerleri artmistir. Sekil 4.3.’de gosterilen degerlerin agik ifadesi
Tablo 4.3.’de yer almaktadir.
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Tablo 4.3. NTBT8 Kkirisi farkhi L/h oranlari icin elde edilen maksimum boyutsuz
cokme degerleri

n L/h =100 L/h=20 L/h=10
0 1,3034 1,3112 1,3356
0,5 1,3730 1,3815 1,4078
1 1,4426 1,4517 1,4800
1,5 1,5123 1,5219 1,5522
2 1,5819 1,5922 1,6244
2,5 1,6515 1,6624 1,6966
3 1,7211 1,7327 1,7688
3,5 1,7907 1,8029 1,8409
4 1,8603 1,8731 1,9131
4,5 1,9299 1,9434 1,9853
5 1,9996 2,0136 2,0575

degerleri, Reddy’nin sonuglariyla kiyaslandiginda x degeri 3‘e kadar daha diisiik
degerler elde edildigi gozlemlenmistir. Sekil 4.4.°de gosterilen egrisel degisimin

calisma sonuclar1 Tablo 4.4.’de verilmistir.

2,2
= 2 &+
] L
] +
=138 &
b + O NTBTS,
= 16 . b L/h=100
£ pe + Reddy 2007,
514 & L/h=100

> &

&
1,2

0051152253354455

n, Degerleri

Sekil 4.4. NTBT8 Kkirisi ve Reddy (2007)’nin L /h =100 i¢in maksimum boyutsuz
cokme degerleri
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Tablo 4.4. NTBT8 L/h =100 i¢cin maksimum boyutsuz ¢cokme degerleri

Reddy

n NTBTS (2007)
0 1,3034 1,3134
0,5 1,3730 1,3813
1 1,4426 1,4492
15 1,5123 1,5170
2 1,5819 1,5849
2,5 1,6515 1,6528
3 1,7211 1,7207
3,5 1,7907 1,7886
4 1,8603 1,8565
4,5 1,9299 1,9244
5 1,9996 1,9923

Tablo 4.4’de verilen sonuglar dogrultusunda u sayis1 arttikca ¢okme degerleri de
artmustir. Yapilan karsilagtirmayla sonuglarin hemen hemen ayni ¢iktigi goriilmektedir.
L/h=100 igin yapilan karsilastirma, L/h=20 ve L/h=10 i¢in de yapilmis olup
Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’da verilmistir.

L2
L2

[
&

et +
E G o
= 1.8 &
2h & o NTBTS, L/h=20
= &
v 1.6 &
= & +-Reddy 2007,
o 14 & L/h=20
&
1.2
00511,522533.544,55

Sekil 4.5. NTBT8 kirisi ve Reddy (2007)’nin L/h =20 i¢in maksimum boyutsuz
cokme degerleri
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Sekil 4.5.de goriildiigii gibi bulunan NTBT8 kirisi ¢okme degerleri, Reddy’nin NTBT

kirisi igin elde ettigi ¢okme degerleriyle hemen hemen ayni oldugu gézlemlenmistir.

2.2
U]
-.'"sﬁ 2 &
.E zb &
T 18 &
3 " o NTBTS, L/h=10
=
s 1.6 &
= " & + Reddy 2007,
1.4 b L/h=10
+
1.2

w

0051152253354455

i, Degerleri

Sekil 4.6. NTBT8 kirisi ve Reddy (2007)’nin L /h =10 i¢in maksimum boyutsuz
cokme degerleri

Sekil 4.6.’da goriildiigi gibi bulunan NTBT8 Kirisi ¢okme degerleri ile Reddy’nin
NTBT kirisi i¢in elde ettigi ¢okme degerlerine bakildiginda sonuglar hemen hemen ayni
cikmustir.  Sekil 4.4., Sekil 4.5. ve Sekil 4.6. ¢okme degerlerine bakilirsa L/h oram

azaldikca elde edilen ¢okme degeri de azalmis olup u sayist arttikca da ¢okme

degerleri artmistir.

Iki ucu basit mesnetli yerel olmayan Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirisi igin yapilan
hesaplamalarin karsilastirilmas: Sekil 4.7., Sekil 4.8. ve Sekil 4.9.’da verilmistir. Farkl
L /h oranlari igin boyutsuz ¢okme degerleri Reddy’nin sonuglariyla karsilastirilmistir.
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Sekil 4.7. NEBT4, NTBT8 kirisi ve Reddy (2007)’nin L/h =100 i¢in maksimum
boyutsuz ¢cokme degerleri

2
R o
R o
= 18 R o —
E w o <& NEBT4
)§D ol ? 1
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0 1 2 3 4
p, Degerleri

Sekil 4.8. NEBT4, NTBT8 Kirisi ve Reddy (2007)’nin L/h =20 i¢in maksimum
boyutsuz ¢okme degerleri
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Sekil 4.9. NEBT4, NTBT8 Kkirisi ve Reddy (2007)’nin L /h =10 i¢in maksimum
boyutsuz ¢okme degerleri

Sekil 4.7., Sekil 4.8. ve Sekil 4.9.da goriildiigii gibi yerel olmayan Timoshenko
kirisinde daha yakin degerler elde edilmistir. NEBT4 kirisi ¢okme degerlerinde L/h
oraninin degisimi sonuglart degistirmemis olup, NTBT8 kirisi ¢okme degerlerinde ise
L/h oraninin azalmas: ¢okme degerlerinde artisa sebep olmustur. iki kiris teorisinde de

M sayisinin arttirilmast ¢okme degerlerini de arttirmagstir.

NTBTS kirisi i¢in hesaplanan donme degerleri L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin

elde edilmis olup, sonuglarin egrisel ifadesi Sekil 4.10.’da verilmistir.
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Sekil 4.10. NTBTS kirisi icin maksimum boyutsuz déonme degerleri

Sekil 4.10.”da goriildiigii gibi NTBTS kirisi donme degerlerinde L/h oranmim degisimi
sonuglart degistirmemistir. L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin ayn1 sonuglar elde

edilmistir. Ancak g sayisinin artmasi ile donme degerleri de artmustir.

4.2. Ankastre Kiris (CC)

Diizgiin yayili yiik etkisindeki iki ucu ankastre mesnetli kiris i¢in ¢cokme ve dénme
degerleri NEBT4 ve NTBTS ic¢in sonlu elemanlar yontemiyle bulunmus olup

literatiirdeki sonuglar ile karsilagtirilmistir.

NEBT4 kirisi i¢in elde edilen ¢okme degerleri L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin
elde edilmis olup Sekil 4.11.’de gosterilmistir.
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Sekil 4.11. NEBT4 Kkirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz ¢okme
degerleri

sonuglar dogrultusunda L/h oranmin farkli olmasi sonuglar1 degistirmemis olup, u

sayisinin artmasi ¢okme degerlerinde artisa sebep olmustur. Ayni sekilde NTBT8 kirisi
i¢in elde edilen ¢6kme degerleri L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin elde edilmis
olup Sekil 4.12.”de gosterilmistir.

39



o
¥
@
C 2
an

C 3

o L/h=100
+ L./h=20
- L/h=10

s 2

Cokme Degerleri, W
S 7

F

o

0 05 1 1,5 ) 25 3 35 4 15 5§

i, Degerleri

Sekil 4.12. NTBT8 kirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz ¢okme
degerleri

Sekil 4.12.°de goriildiigii gibi iki ucu ankastre mesnetli NTBTS kirisi i¢in elde edilen

sonuglar dogrultusunda L/h oraninin azalmasi ve g sayisinin artmasi ile ¢okme

degerleri artmistir. NTBT8 kirisi i¢in farkli L/h oranlartyla dénme degerleri
hesaplanmis olup, elde edilen sonuglarin egrisel degisimi Sekil 4.13.’de gosterilmistir.

Hesaplamalar L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin yapilmistir.

Iki ucu ankastre mesnetli kirise ait analitik olarak elastik egrinin doniim noktas,

- [ﬁ ﬁ} 1 (3.79)

3 )2

seklinde bulunmaktadir.
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Sekil 4.13. NTBTS8 kirisi icin maksimum boyutsuz donme degerleri

Sekil 4.13.’de goriildiigi gibi iki ucu ankastre mesnetli NTBT8 kirisinde L/h oraninin

azalmasi ve y sayisiin artmasi donme degerlerinin artmasina sebep olmustur.

4.3. Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Kiris (CF)

Diizgiin yayil yiik etkisindeki bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli kiris i¢in ¢okme
ve donme degerleri NEBT4 ve NTBTS i¢n sonlu elemanlar yontemiyle bulunmus olup

literatiirdeki sonuglar ile karsilagtirilmistir.

NEBT4 kirisi i¢in elde edilen ¢okme degerleri L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin
elde edilmis olup Sekil 4.14.’de gosterilmistir.
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Sekil 4.14. NEBT4 Kkirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz ¢okme
degerleri

Sekil 4.14°de goriildiigii gibi bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli NEBT4 kirisi igin
elde edilen sonuglar dogrultusunda L/h oraninin farkli olmasi sonuglari degistirmemis
olup, u sayisinin artmasi ¢okme degerlerinde artisa sebep olmustur. Aymi sekilde,
NTBTS kirisi i¢in elde edilen ¢gokme degerleri L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 igin
elde edilmis olup Sekil 4.15.’de gosterilmistir.
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Sekil 4.15. NTBT8 kirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz ¢okme
degerleri

Sekil 4.15°de goriildiigii gibi bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli NTBT8 kirisi igin
elde edilen sonuglar dogrultusunda L/h oraninin azalmasi ve x4 sayisinin artmasi
¢okme degerlerinin artmasina sebep olmustur. NTBT8 kirisi i¢in farkli L/h oranlariyla
donme degerleri hesaplanmis olup, elde edilen sonuglarin egrisel degisimi Sekil

4.16.’da gosterilmistir. Hesaplamalar L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 i¢in

yapilmistir.
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Sekil 4.16. NTBTS8 kirisi icin maksimum boyutsuz déonme degerleri

Sekil 4.16’da goriildiigii gibi bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli NTBT8 Kkirisi

donme degerlerinde L/h oraninin degisimi sonuglart degistirmemistir. x sayisinin

artmasi donme degerlerinin artmasina sebep olmustur.

4.4. SS, CC Ve CF’nin Karsilastirilmasi

Diizgiin yayili yiik etkisindeki iki ucu basit mesnetli (SS), iki ucu ankastre mesnetli
(CC) ve bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli (CF) kirislerinin karsilastiriimasi
yapilmistir. Yerel olmayan Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirisi i¢in sonuglar elde

edilmistir.

NEBT4 kirisi ¢okme degerleri farkli L/h oranlartyla SS, CC ve CF igin yapilan

hesaplamalarin egrisel degisimi Sekil 4.17.”de goriilmektedir.
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Sekil 4.17. NEBT4 Kirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz ¢okme
degerleri

Sekil 4.17°deki degerler L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 i¢in gecerlidir. NEBT4
kirisi moment degerleri, farkli L/h oranlariyla SS, CC ve CF igin yapilan

hesaplamalarin egrisel degisimi de Sekil 4.18.’de goriilmektedir.

45



48
_ 44
< 40 < iki ucu basit
= 6 mesnetli kiris
-]

o
19

Moment Deg
e S L " & IR VS R S
=

iki ucu ankastre
mesnetli kiris

o 19
0

o

bir ucu ankastre

6 bir ucu serbest
2000000000029 mesnetli kiris
S OO0 0000000 o0a

0 1 2 3 4 5

p, Degerleri

Sekil 4.18. NEBT4 Kirisi farkli L/h oranlari icin maksimum boyutsuz moment
degerleri

Sekil 4.18.’de goriildiigli gibi NEBT4 kirisi i¢in elde edilen sonucglar dogrultusunda
L/h oraninin farkli olmasi sonuglar1 degistirmemistir. Sonuglar L/h=100, L/h=20
ve L/h=10 i¢in gegerlidir. Yapilan moment degeri hesaplamalarinda g sayisinin
arttirllmasi sonuglar1 degistirmemistir. Ayn1 sekilde, NTBTS8 kirisi ¢cokme degerleri
farkli L/h oranlartyla SS, CC ve CF igin yapilan hesaplamalarin egrisel degisimi Sekil
4.19., Sekil 4.20. ve Sekil 4.21.’de goriilmektedir.
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Sekil 4.19. NTBT8 kirisi L/h =100 igin maksimum boyutsuz ¢okme degerleri

18
16 -
z 14 LT - |
o -— o Iki ucu basit
% 12 mesnetli kiris
)gﬂ 10
=T —+— ki ucu ankastre
E 6 mesnetli kirig
S
v 4 =— Bir ucu ankastre
2 o-0-0 00 bir ucu serbest
0 2— 2—2 —?» E- 2—+ +++F mesnetli kiris
0051 152253354455

B, Degerleri

Sekil 4.20 NTBT8 kirisi L/h =20 i¢cin maksimum boyutsuz ¢cokme degerleri
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Sekil 4.21. NTBT8 kirisi L/h =10 icin maksimum boyutsuz ¢cokme degerleri

Sekil 4.19., Sekil 4.20. ve Sekil 4.21.’de goriildiigi gibi L/h=100, L/h=20 ve
L/h=10 igin hesaplamalar yapilmis olup, NTBTS8 kirisi ¢okme degeri sonuglari

verilmistir.

NTBTS8 kirisi donme degerleri farkli L/h oranlartyla SS, CC ve CF igin yapilan

hesaplamalarin egrisel degisimi Sekil 4.22.de goriilmektedir.
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Sekil 4.22. NTBT8 Kkirisi farkhi L/h oranlari i¢cin boyutsuz maksimum dénme
degerleri

Sekil 4.22.°deki degerler L/h=100, L/h=20 ve L/h=10 i¢in gecerli olup,

gosterilen egrisel degisimin agik ifadesi Tablo 4.5.’de verilmistir.

Tablo 4.5. NTBT8 kirisi icin elde edilen maksimum donme degerleri

fi SS CC CF

0 4,1715 0,26014 16,676
0,5 4,5048 0,34318 17,361

1 4,8381 0,42623 18,057
1,5 5,1715 0,50927 18,771

2 5,5048 0,59232 19,487
2,5 5,8381 0,67536 20,208
3 6,1715 0,75841 20,944
3,5 6,5048 0,84145 21,679

4 6,8381 0,9245 22,414
4,5 7,1715 1,0075 23,163

5 7,5048 1,0906 23,917

Tablo 4.5.°de gorildiigii gibi diizgiin yayili yiik etkisindeki CF kirisinde daha fazla

donme degeri elde edilmistir. En az donme degerleri CC kirisinde hesaplanmustir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada, Eringen’in yerel olmayan biinye denklemleri kullanilarak Euler-Bernoulli
ve Timoshenko kirislerine ait alan denklemleri, geometrik ve siir kosullar1 virtiiel yer
degistirme ilkesine dayali olarak elde edilmistir. Operator formda ifade edilen alan
denklemlerine Gateaux tiirevi yaklasimi kullanilarak yerel olmayan Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kiriglerine ait yeni fonksiyonel dinamik ve geometrik sinir kosullar1 ile
birlikte elde edilmistir. Yerel olmayan kiris teorilerine dayali statik analizler karigik
sonlu elemanlar formiilasyonu kullanilarak incelenmistir. Bu fonksiyonel kullanilarak
yerel olmayan kirislerin karisik sonlu elemanlar yontemiyle ¢6ziilebilmesi i¢in ¢okme,
doénme, egilme momenti ve kesme kuvvetlerinin bilinmeyen olarak tanimlandigi Euler-
Bernoulli kirisi i¢in 4 serbest dereceli NEBT4, Timoshenko kirisi i¢in 8 serbest dereceli
NTBT8 sonlu eleman formiilasyonu elde edilmistir. Yapilan sayisal ¢oziimlerin
sonucunda yerel olmayan Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirislerine ait sirasiyla
¢okme, egilme momenti ve c¢okme, donme, kesme kuvveti ve egilme momenti
biiyiikliikleri ayn1 anda elde edilmistir. Yapilan sayisal ¢éziimlerin sonuglar literatiirde
bulunan benzer calismalarin ve analitik ¢ozlimlerin sonuglariyla karsilastirilmistir.
Sonuglarin birbirleriyle st iiste dustigi gorilmiistiir. Bu c¢aligmanin amaci ve

verimliligi yoniinden elde edilen sonuclar1 6zetleyecek olursak;

Yerel olmayan Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kkirislerine ait alan denklemlerine
Gateaux diferansiyeli metodu uygulanarak bu kirislere ait fonksiyonel elde edilmistir.
Gateaux diferansiyel yaklagimini kullanarak alan denklemlerinin uyumlulugu kontrol

edilmis ve smir kosullart ile birlikte saglam olarak fonksiyonellere yansitilmigtir.

NEBT4 ve NTBT8 i¢in elde edilen fonksiyoneller kullanilarak yerel olmayan kiriglerin

karisik sonlu elemanlar yontemiyle statik analizleri yapilmistir.

Yapilan statik analizlerde yerel olmayan Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kkiris
teorilerine dayali iki ucu basit mesnetli, iki ucu ankastre mesnetli ve bir ucu ankastre bir

ucu serbest mesnet durumlari i¢in;

Iki ucu basit mesnetli NEBT4 kirisi i¢in ¢okme ve moment degerleri, NTBTS kirisi igin

¢okme ve donme sonuglari elde edilmistir.
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» ’niin her degeri igin L / h oranindaki degisim incelendiginde NEBT4 igin
cokme ve moment sonuglarinin degismedigi NTBT8 kirisinde ise donme
sonuglarini degistirmezken, L /h oranin azalmasi ¢okme degerlerinin artmasina

yol agmustir.

» ’niin her degeri igin L / h oranlar1 Reddy (2007)’nin elde ettigi analitik

sonuglarla kiyaslandiginda ¢oziimlerin yakin oldugu gbézlemlenmistir.

» NEBT4 ve NTBT8 kirisinde w’niin her degeri i¢in L / h oranindaki degisime
bagli olarak ¢6kme sonuclar1 kiyaslandiginda NTBTS8 kirisinde daha fazla

¢Okme degeri gozlenmistir.

» Yerel olmayan elastisite parametresi g’niin arttirilmasi ile NEBT4 Kkirisi igin
¢okme, NTBT8 kirisi icin ¢okme ve donme sonuclari da artmistir. g’niin

degisimi NEBT4 kirisi icin bulunan moment degerlerini degistirmemistir.

Iki ucu ankastre mesnetli NEBT4 kirisi i¢in ¢okme degerleri, NTBTS kirisi igin ¢okme

ve donme sonuglar1 elde edilmistir.

» ’niin her degeri i¢in L / h oranindaki degisim incelendiginde NEBT4 igin
¢okme sonuglarinin degismedigi NTBT8 kirisinde ise L / h oranin azalmasi

¢okme degerlerinin artmasina yol agmistir.

» NTBTS kiriginde biikiim noktasindaki donme degerlerine bakildiginda z’niin her

degeri i¢in L / h oraninin degisimi dénme degerlerini degistirmemistir.

Bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli NEBT4 kirisi i¢in ¢cokme degerleri, NTBT8

kirisi i¢in ¢okme ve donme sonuclari elde edilmistir.

» w'nin her degeri i¢in L / h oranindaki degisim incelendiginde NEBT4 igin
maksimum ¢okme sonuglarinin degismedigi NTBTS kirisinde ise L / h oranin

azalmas1 maksimum ¢okme degerlerinin artmasina yol agmistir.

» NTBT8 kirisinde biikkiim noktasindaki maksimum donme degerlerine
bakildiginda y’niin her degeri i¢in L / h oranimin degisimi maksimum dénme

degerlerini degistirmemistir.
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» S8, CC ve CF igin yapilan hesaplamalar karsilastirilmis olup iki Kiris teorisinde
de maksimum noktalarindaki ¢okme ve donme sonuglarinda, CC degerlerinin

daha az, CF degerlerinin de daha fazla oldugu gézlemlenmistir.

» Analizlerde yerel olmayan Euler-Bernoulli Kkirislerinin  yerel olmayan

Timoshenko kirislerinden daha az ¢okme yaptig1 goriilmiistiir.

Bundan sonraki c¢alismalarda, yerel olmayan elastisite teorisine dayali yiiksek
mertebeden kayma deformasyon teorilerine dayali statik ve dinamik ¢oziimlerin
yapilmas1 diisiiniilmektedir. ki kiris teorisi icin de titresim hesabi yapilmasi

distiniilmektedir.
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